36 Wyktad 5

Zauwazmy od razu, ze tych rozwigzan jest co najwyzej p, bo tyle elementéw ma
pelny uklad reszt modulo p. Mozemy zaklada¢, ze n < p, gdyz wobec 7.11 dla
kazdego n > p istnieje takie m < p, ze " = 2™ (mod p) dla dowolnej liczby
catkowitej x.

Przyklad 8.3
1. 22 —3=0 (mod 7) nie ma rozwigzar.

2. 2z =1 =0 (mod p) ma p — 1 rozwiazan, co wynika z malego twierdzenia
Fermata 7.9.

TWIERDZENIE 8.4 (Lagrange)
Kongruencja

apx" + a1z '+ ...+ a, =0 (mod p), gdzie (ap,p) =1,
ma co najwyzej n rozwigzan modulo p.

Dowdd
Stosujemy indukcje ze wzgledu na n. Dla n = 1 twierdzenie jest prawdziwe, bo
(ag,p) = 1. Zalézmy, ze jest ono prawdziwe dla n — 1.

Jesli kongruencja

(2) apx™ + az" '+ ... +a, 17+ a, =0 (mod p)

nie ma rozwiazan, to teza jest prawdziwa. Zalézmy wiec, ze istnieje rozwiazanie x,
czyli

(3) apr? + a1t + ..+ a2 +a, =0 (mod p).

Odejmujac stronami (3) od (2), otrzymujemy

(4) ap(z™ —z7) +ar (2" — 2P ) 4+ ...+ apo1 (@ — 21) =0 (mod p).

Kongruencja (4) jest spelniona przez kazde rozwiazanie kongruencji (2). Korzysta-
jac ze wzoru o —a¥ = (z—z1) (¥ + 2822 +. . a2 + 247, kongruencje (4)
mozemy zapisa¢ w postaci

(5) (x — 1) (@pz™ ' + biz" 2+ ...+ b,_1) =0 (mod p),

gdzie by, b, . .., b,_1 sa liczbami caltkowitymi zalezacymi tylko od x; oraz ag, a4, ...,
a,_1. Stad kazde rozwiazanie kongruencji (2) powinno albo spelniaé kongruencje
x = z; (mod p), albo by¢ rozwiazaniem kongruencji

apzr™ ' + bz 2+ ... +b,1 =0 (mod p).

Na mocy zatozenia indukcyjnego ostatnia kongruencja nie ma wiecej niz n — 1
rozwiazan, a wiec kongruencja (2) nie ma wiecej niz n rozwiazan, co dowodzi
twierdzenia. O

7 twierdzenia Lagrange’a mozna otrzymacé kryterium na to, kiedy liczba calko-
wita a jest tak zwana reszta kwadratowg modulo p.
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DEFINICIA 8.5

Niech p bedzie liczba pierwsza. Mowimy, ze liczba calkowita a jest reszta kwadra-
towa modulo p jesli (a,p) = 1 oraz istnieje liczba calkowita z taka, ze a = 22
(mod p). Jedli kongruencja ta nie ma rozwiazania, to liczbe a nazywamy niereszta
kwadratowa modulo p.

TWIERDZENIE 8.6 (Euler)
Niech p bedzie liczbg pierwszq nieparzystq i a € Z. Kongruencja
a"T =1 (mod p)
jest prawdziwa wtedy 1 tylko wtedy, gdy a jest resztq kwadratowg modulo p.

Dowod
Przypusémy, ze istnieje x takie, ze a = x? (mod p). Wtedy (x,p) =1, bo (a,p) = 1.
Podnoszac obie strony ostatniej kongruencji do potegi ”g—l, otrzymujemy
27! =" (mod p).
7 twierdzenia Fermata wiemy, ze 27~ = 1 (mod p), a wiec "= =1 (mod p).

Na odwrét, zaldézmy, ze kongruencja o't =1 (mod p) jest prawdziwa. Z twier-
dzenia Lagrange’a (twierdzenie 8.4) wiadomo, ze kongruencja 2t =1 (mod p)
moze mie¢ co Najwyzej %1 rozwiazan modulo p. Ale istnieje doktadnie %1 reszt
kwadratowych spelniajacych to réwnanie, a mianowicie

12,22 32 .. (251)%,

Rzeczywiscie, liczby te nie przystaja do siebie modulo p, bo jedli r # s ir
(mod p), to albo r = s, albo r = —s (mod p), ale nie jest to mozliwe, gdyz 1 < r,
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s < p%l. Wynika stad, ze kongruencja 2’ =1 (mod p) ma tylko rozwiazania
bedace resztami kwadratowymi, co konczy dowdd twierdzenia. O

Nastepne twierdzenie o kongruencjach jest troche innego typu niz poprzednie.
Ma ono charakter bardziej ogdlny w tym sensie, ze moze by¢ przeformutowane na
twierdzenie o wlasnosci idealéw w pierScieniu.

TWIERDZENIE 8.7 (chinskie twierdzenie o resztach)

Niech n bedzie liczbg naturalng n > 2, za§ my,mao, ..., my, ukiadem n liczb natu-
ralnych, takich Ze (m;,m;) =1 dla i # j, oraz ai,as, ..., a, dowolnym ukladem n
liczb catkowitych. Wowczas istnieje wspdlne rozwigzanie kongruencji
x =a; (mod m;) dla i=1,2,...,n.

Rozwigzanie to jest jedyne modulo my - mso - ... My,.
Dowdéd
Oznaczmy m = my - my - ... m,. Poniewaz (-, m;) = 1, wiec na mocy twierdze-
nia 4.2 istnieje liczba z; taka, ze

m

—z; =1 (mod m;).
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